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单级感应线圈炮场路耦合运动 
时步有限元分析 
关晓存  雷  彬  李治源 

（军械工程学院三系  石家庄  050003） 
 

摘要  基于麦克斯韦方程组，提出了一种适用于单级感应线圈炮的场路耦合运动时步分析方

法，对于瞬态涡流场与电路耦合问题，应用了 Crank-Nicholson 法进行求解；对于运动问题，采用

运动坐标系的方法进行求解；电磁力采用了节点力法求解；解决了单级感应线圈炮在脉冲供电时

场路耦合分析问题，建立了单级感应线圈炮电磁场-电路-运动系统二维耦合模型。应用上述模型

对单级感应线圈炮进行分析，计算结果与实验结果相吻合，验证了该模型的正确性。 
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Field Circuit and Movement Coupled Time Stepping Finite  

Element Analysis on Single-Stage Inductive Coil Gun 
Guan Xiaocun  Lei Bin  Li Zhiyuan 

（Ordnance Engineering College  Shijiazhuang  050003  China） 

Abstract  Based on Maxwell equation, a time stepping finite element analysis(FEA) model 
coupled circuit field and movement used in analyzing single-stage inductive coil gun is presented in 
this paper, which could solve the problem of impulsing power supply in field-circuit coupled FEA. The 
transient 2D magnetic field circuit coupling problems are solved by the Crank-Nicholson method, and 
the problems of motion is handled by the moving coordinates. The force is calculated by nodal force 
method. The paper sets up the 2D transient electromagnetic field-circuit-moving model of single-stage 
inductive coil gun. The performance of a single-stage inductive coil gun is analyzed using above model. 
The calculation result is very close to the measure results, which verifies the model accuracy. 

Keywords：Coil gun, field circuit coupling, transient magnetic field, nodal force method 

  

1  引言 

感应线圈炮是电磁发射器中的一种，它适宜将

质量较大的有效载荷加速到高速，在未来军事领域

具有十分广阔的应用前景[1-2]。在感应线圈炮的研究

领域，美国桑地亚国家实验室和美国德克萨斯大学

机电中心等研究单位一直处于领先地位。到目前为

止，国内外分析和研究感应线圈炮的数值模型主要

包括：柱状电流层模型、丝状圆环电流法以及电路

方法[3-5]。但以上模型的观点，对感应线圈炮内的磁

场及涡流场分布研究较少。而基于场的角度建立感

应线圈炮机电模型更少。文献[6]提出了利用有限元

和边界元耦合的方法建立感应线圈炮二维机电模

型，并进行了分析，但没有电路方程，而实际感应

线圈炮都是被电压源激励的；文献[7]分析了感应线

圈炮中运动效应的影响，并利用运动坐标系去掉了

控制方程速度项，使离散矩阵对称性，求解方便，

但没有具体考虑电路方程，只给出一个场路耦合象

征方程，而且没有把运动学和磁场控制方程耦合求

解。 
基于以上情况，本文根据单级实心电枢同步感

应线圈炮的二维结构模型，基于麦克斯韦方程组建
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立了感应线圈炮内部的场控制方程，利用运动坐标

系去掉控制方程中速度项，同时将感应线圈炮的馈

电电路简化为 RLC 电路，建立了线圈炮外部电路方

程，从而得到了基于场路耦合方法的感应线圈炮数

学模型；根据所得到的矢量磁位利用节点法计算电

枢所得电磁力，并根据电枢运动学方程，结合上面

推导的场路耦合方程，建立单级感应线圈炮的机电

模型，并进行有限元离散求解。 

2  单级同步感应线圈炮的结构模型 

单级实心电枢同步感应线圈炮的主要结构组成

包括：线圈绕组、电枢、线圈本体和炮管。其 rz 平
面上的截面结构图如图 1 所示。其中区域Ω 1、Ω 2、

Ω 3、Ω 4、Ω 5 分别代表电枢、线圈、炮管、线圈本

体和气隙。 

 
图 1  单级实心电枢同步感应线圈炮结构图 

Fig.1  The structure of the single-stage solid  

armature induction coil-gun 

3  单级感应线圈炮场路耦合模型 

3.1  单级感应线圈炮的磁场控制方程 
为了便于建立单级实心电枢感应线圈炮内磁场

及涡流场的控制模型，现假定如下： 
（1）不考虑电枢的横向偏移，假定电枢轴线中

心、炮管中心以及驱动线圈中心重合，满足轴对称

条件。这主要是因为当电枢中心偏离炮管和驱动线

圈中心时，会改变电枢与炮管之间的气隙分布，从

而不再满足轴对称条件。 
（2）不考虑电枢在电磁力的作用下而产生形

变。 
在上述假定条件下，单级实心电枢同步感应线

圈炮内磁场及涡流场的控制方程可由麦克斯韦方程

导出。并考虑电枢运动效应可推出单级感应线圈炮

的二维控制方程[8] 
( ) sν∇ × ∇ × = −A J          （1） 

( ) ( )ν
t

σ φ σ∂⎛ ⎞∇× ∇× = + ∇ − × ∇×⎜ ⎟∂⎝ ⎠

AA V A  （2） 

( ) 0v∇× ∇× =A           （3） 

式中，A、V、Js 和φ 分别为矢量磁位、电枢的速度、

线圈的源电流和电枢上的标量电位； φ∇ 等于零，

可以消去；v 和σ 分别为电枢的磁阻率和电导率。 
电枢区域Ω 1 是涡流区，故控制方程为式（2）；

在线圈区域Ω 2 为源电流区，故控制方程为式（1）；
对于炮管区域Ω 3、线圈本体区域Ω 4 和气隙区域Ω 5，

其控制方程为式（3）。这样就建立了单级线圈炮的

磁场控制方程。 
根据模型在轴对称场中可知矢量磁位 A 仅存在

Aϕ分量，电枢只在 z 方向上存在速度分量 Vz，Js 只

存在ϕ 方向上的分量 Jsϕ。分析并整理式（1）～式

（3）合写成一个方程 

s
( )

z
A rA A A

ν J V
z z r r r t z

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ν σ σ
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂ ∂

+ = − + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎣ ⎦
 

（4） 
在程序实现时，一般以 rAϕ作为求解变量，式

（4）可改写为 

( ) ( )rA rA
z r z r r r

ϕ ϕν ν∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
+⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

s
( ) ( )

z
rA rA

J V
r t r z

ϕ ϕ
ϕ

σ σ∂ ∂
= − + −

∂ ∂
    （5） 

式中，v/r 及σ /r 可作为材料参数来处理；Vz 为电枢

速度矢量 V 在 z 方向上的速度分量；Aϕ为矢量 A 在

ϕ方向上的分量；Jsϕ 为驱动线圈中的电流密度在ϕ 

方向上的分量，且有关系 Jsϕ =nc Sc Iϕ，nc 为驱动线

圈匝数，Sc 为驱动线圈的截面积；Iϕ  为单匝电流在ϕ 

方向上的分量。因此上述方程还可以写成 

( ) ( )rA rA

z r z r r r
ϕ ϕν ν⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥+

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

( )c

c
z

rArAn
I V

S r t r z
ϕϕ

ϕ
σ σ ∂∂⎛ ⎞

= − + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
    （6） 

令 A*=rAϕ，可得 

( ) ( )* *A A

z r z r r r
ν ν⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥+

⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

( )**
c

c
z

An AI V
S r t r zϕ

σ σ ∂⎛ ⎞∂
= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

    （7） 
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3.2  运动坐标系法 
在以上对线圈炮磁场控制方程的数学描述中，

速度反映在方程的感应项σV×B 中。这是由于对线

圈炮在静止坐标系中描述，这种描述称为 Eulerian
描述，也常称静止坐标系描述。但是假如观察者本

身处于运动体上，即在每一处运动区域上用一套与

运动区域一同运动的坐标系进行描述，则感应项将

不 会 显 式 地 出 现 在 方 程 中 ， 这 种 描 述 称 为

Lagrangian 描述，或称运动坐标系描述[9-10]。 
如图 2 所示以轴对称坐标系为例，其中 R、Z

为运动坐标系下的坐标，r、z 为静止坐标系下的坐标。 

 

图 2  静止与运动坐标系示意图 

Fig.2  The diagrammatic sketch of static and  

moving coordinates 

由于有限元法中对时间的差分近似，使得两种

坐标系描述的方程在离散时并不完全等价，设在（t，
t+Δt）时间段内，运动体上某点 P 沿 z 方向由（z1，

r1）运动到（z2，r1），当时间离散采取差分格式时，

在静止坐标系下有 

( ) ( )

( ) ( )

2 1
e 2 1

2 1 2 1

, ,
, ,

, , , ,

z r t t
z r t t

t
z r t t z r t

t

σ σ

σ

∂ + Δ
= − ×∇× + Δ

∂
+ Δ − Δ

≈ −
Δ

A
J V A

A A
 

( )2 1, ,z r t tσ × + ΔV B                （8） 

在运动坐标系中有 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1
e

1 1 1 1

2 1 1 1

2 1 2 1

2 1

, ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ( 9 )

Z R t t
t

Z R t t Z R t
t

z r t t z r t t
t

z r t t z r t
t

z r t t

σ

σ

σ

σ

σ

∂ + Δ
=

∂
+ Δ −

≈
Δ

+ Δ − + Δ
=

Δ
+ Δ −

= −
Δ

× + Δ

A
J

A A

A A

A A

V B

 

式中  Je—电枢感应电流。 
可见，时间离散后两种坐标系下涡流表达式的

形式不同，在静止坐标系描述下表达式中包含 V×

B(z2,r1,t+Δt)，即速度与点(z2,r1)处 B 的差乘；而在

运动坐标系描述下包含 V×B，即速度与 (z1,r1)到
(z2,r1)之间的平均磁通密度 B=−[A(z2,r1,t)−A(z1,r1, 
t)]/Δz 的乘积。 

显然在静止坐标系描述下，方程组矩阵由于速

度项的存在而不对称，但运动坐标系描述下可保证

方程组矩阵的对称性。因此，采用固定在网格上的

运动坐标系来描述问题自然更加方便。此时，方程

中将不显式地出现σV×B，而速度反映在运动体的

离散网格在每一时间步的位移中。 
在轴对称坐标下利用三角单元进行离散，假设 

e e e

1

g

i ij ij
j

A N A∗ ∗

=

= ∑  

式中  e
ijN —第 i 个三角单元中第 j 个节点的形函 

数； 
g—第 i 个单元节点总数。 

在运动坐标系中利用加权余量法[11]建立式（7） 
的空间离散方程，对每个单元取其形函数 e

iN 为权函 
数，进行加权积分、离散和整理后得 

* d *
dt

+ =
ASA G CI           （10） 

式中  S—总刚度矩阵； 
G—总质量矩阵； 
C—总载荷矩阵； 

A*—总未知函数矩阵。 
为了求解这些系数矩阵，分别给出单元刚度矩

阵 Se、单元质量矩阵 Ge、单元载荷矩阵 Ce 的求法 

e

e ee e
e

1

d
i

g
j ji i

ij
j S

N NN N
S S

r r r z z
ν

=

⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∫  
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e

e e e

1

d
i

g

ij i j
j S

G N N S
r
σ

=

= ∑ ∫  

e

e ed
i

i i

S

C N S= ∫  

式中  e
iS —第 i 个三角单元的面积； 
e
iN —第 i 个三角单元的权函数。 

3.3  单级感应线圈炮的等效电路 
单级同步感应线圈炮外部馈电电路可以简化为

一个 RLC 电路[12]，其电路图如图 3 所示。 

 

图 3  单级线圈炮简化电路模型 

Fig.3  The circuit model of single coil gun 

可写出其电路方程为 
d
dt

= − −U e RI L I         （11） 

式中， U=(U1  0)T ， e=(e1  e2)T ， I=(Ia  Ib)T ，

R=diag(Rc+Rd  Rb)，L=diag(Lc+Ld  Lb)。 
电磁场方程和连接的电路方程相接口的中间变

量是驱动线圈和电枢中的电流及感应电动势。其中，

电流是整个求解系统的独立状态变量，而感应电动

势则是矢量磁位的函数，是非独立状态变量。因而

整个场路方程耦合求解的关键是感应电动势 E。有

限元区的感应电动势可通过与绕组所交链的磁通的

变化来求得。若每匝驱动线圈的有效长度为 L1，驱

动线圈的匝数为 nc，且驱动线圈划分了 M 个单元，

则由此可得驱动线圈的电动势为[13] 

c

c 1
1

c

1 2 3ec 1

c 1

1
e e e

2c c c
1

c c c1

d
S

M
i i i ig

i
i

i
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t S
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An S n S n S
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∗ ∗ ∗ ∗
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∂
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∂

⎛ ⎞+ + + +∂ ⎜ ⎟= −
⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎡ ⎤ ⎜ ⎟∂
= − ⎢ ⎥ ⎜ ⎟∂⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎣ ⎦

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∑

∑

 

T
1 1L

t
∗∂

= −
∂

D A                     （12） 

同理可得电枢的感应电动势 
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∂

∫

∑

∑

D A

 

（13） 
式中，电枢的匝数为 nk；单匝有效长度为 L2；电枢

的截面积为 Sk；电枢划分的单元总数为 P。 
将式（13）和式（12）代入式（11）得 

T
1 1

T
2 2

d
d

L
t tL

∗
⎛ ⎞ ∂

− − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

D
A RI L I U

D
   （14） 

根据上式假设
T

1 1
T

2 2

L

L

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

D
K

D
，因此，考虑运动的单

级感应线圈炮场路耦合方程为 

* *0 0
0 t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

S C GA A
R K L UI I

  （15） 

由于 Crank-Nicolson[15]法良好的精度和数值稳

定性，本文采用该时间离散的方法对上式进行时间

离散，离散后并进行整理的方程为 

+1
+1

+1

2

2 2

n
n

n

t

t t

∗
⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎛ ⎞Δ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠−⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

G
S C

A
K L IR

 

2
0

2 2

n
n
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t

t t

∗
⎛ ⎞− +⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠− +⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

G
S C

A
UK L IR

  （16） 

4  单级感应线圈炮的机电耦合模型 

上述对感应线圈炮的磁场进行了分析，得到场

路耦合并考虑运动效应的磁场控制方程，考虑到电

枢的运动方程，故下面采用节点力法来计算电枢所
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受的电磁力。节点力法是根据能量原理，结合麦克

斯韦应力张量提出的一种数学表述简单、精度较高，

采用 Einstein 惯例的形式，在轴对称坐标下作用在

物体上的力密度可表示为 

, ,ik
i

k

T
f i k r z

x
∂

= =
∂

       （17） 

每个节点电磁力的计算方法如下[14]。 
若在电磁力的作用下，物体产生一个虚位移δl，

则作用在物体上的功为 

( ) ( )d d di i k ik i ik k iW f l s T l s T l sδ δ δ δ= = ∂ = − ∂∫ ∫ ∫  

   （18） 
将虚位移δl 用节点形状函数插值，有 

i n ni
n

l N lδ δ= ∑          （19） 

把式（19）代入式（18）可写为 

( )d dik k n ni ik k n ni
n n

W T N l v T N v lδ δ δ
⎡ ⎤

= − ∂ = − ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑∫ ∫  

 （20） 
那么，作用在第 n 个节点上的力为 

dni ik k nF T N s= − ∂∫         （21） 

矩阵形式为 

1
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1
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∫

F

（22） 
式中的积分是针对包含第 n 个节点的所有单元进行

的，对物体上所有节点受到的力求和，即可求得作

用在整个物体上的力。由此可见，节点力法既能计

算局部力也能计算整体力。 
利用刚才所求得的电磁力写出电枢的运动方程 

( ) ( )0 00
d

t z

p

F
v t v a t t v t

m
= + = + Δ∫    （23） 

由于每一个时间步中的电枢的位置是未知的，

而有限元方程组的系数矩阵与电枢的位置有关，因

此建立电磁方程和运动方程的耦合求解的数学模型

是很有必要的，本文采用了间接耦合法求解电磁方

程与运动系统的耦合方程。具体方法如下：①求出

每个时间步下电磁方程中的节点磁位值、驱动线圈

和电枢中电流；②通过节点力法计算该时步电枢的

电磁力；③将得到的电磁力代入到运动方程中，求

出电枢的速度及位移。 
因此求解单级感应线圈炮的炮口初速的流程图

如图 4 所示。 

 

图 4  求解单级感应线圈炮的炮口初速的流程图 

Fig.4  Flow chart of the single stage inductive  

coil gun muzzle velocity 

5  仿真与试验结果分析 

本文采用激光器形成光路，光纤传输后经单片

机测速的方法进行线圈炮的测速。光的传播速度快，

决定测速系统反应灵敏，且光信号的传播、接收不

受电磁的干扰，能够在线圈炮强电磁的环境下工作，

测速精确，能够满足电磁线圈炮的测速要求。 
测速电路的原理[15]并不复杂。当弹丸组件穿过

测速区域时，就会挡住光纤传感器的入射光线，通

过两路光纤传感器来拾取光信号，再经光电二极管

或其他光敏器件转变成电信号。然后将电信号转变

成单脉冲信号，并对单脉冲信号进行合成，之后将

合成后的信号送至计数器显示出来。计数器上显示

的数据并非速度值，而是触发计时间隔 t2−t1。令两

光纤传感器间的距离为 d，并认为在 d 距离内速度
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是匀速的，则弹丸组件的速度 

2 1

dv
t t

=
−

             （24） 

本文利用上述模型的流程图编写程序，给定初

始电压为 4500V，电容 1000μF，驱动线圈匝数 44，
内径为 60mm，外径为 120mm，长度为 44mm，材

料为铜，电枢质量为 1.134kg，外径为 58mm，长度

为 20mm，材料为铝，对电枢的速度进行求解。 
由于上述的测速装置只能测得一个点上的速

度，所以在单级感应线圈炮炮管上选择了 10 个点进

行测速，其布置如图 5 所示。然后利用 Matlab 对此

10 个点上速度进行拟合曲线得出其仿真结果与实

验测量的结果进行对比。如图 6 所示，从图 6 中可

以看出仿真结果很好地符合实验测量结果，验证了

模型的正确性。 

 

图 5  光电管在炮管上布置示意图 

Fig.5  The layout of photocell on the barrel 

 
图 6  电枢速度的仿真结果和测量结果对比 

Fig.6  Projectile velocity comparison between  

simulation and measurement 

6  结论 

本文根据电磁场数值计算的方法，建立单级感

应线圈炮的二维场路及运动耦合的机电模型，并考

虑了外部电路、材料特性、涡流影响及运动等因素。

利用有限元的方法，对上述模型进行离散求解，为

了验证该模型的有效性，设计了单级线圈炮的装置

及测速系统，并将上述的模型的计算结果和试验测

量的结果进行对比，发现有相同的一致性，验证了

上述模型的准确性，为下一步建立多级感应线圈炮

的仿真系统和整体设计打下了理论基础。 
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